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1 Mathematische Vorbereitungen

Wir wollen in diesem Kapitel zunichst die fiir praktische Anwendungen wichtige Di-
rac’sche §-Funktion einfithren. Es folgen Betrachtungen tiber Taylor-Entwicklungen fiir
Felder und iiber Flichenintegrale. Anschlieflend setzen wir uns mit der Vektoranalysis
auseinander.

1.1 Dirac'sche §-Funktion

Um die Einfithrung der §-Funktion zu motivieren, denken wir an die Klassische Mechanik
zuriick. Das Konzept des Massenpunktes hatte sich unter bestimmten Voraussetzungen als
recht niitzlich erwiesen. Der Schwerpunktsatz (s. Abschn. 3.1.1, Bd. 1) besagt z. B., dass sich
der Schwerpunkt eines Massenpunktsystems so bewegt, als ob die gesamte Masse in ihm
vereinigt wire und alle dufleren Krifte allein auf ihn wirken wiirden. Nach (s. (4.4), Bd. 1)
lasst sich die Masse M eines Korpers tiber ein Volumenintegral durch die Massendichte
p(r) ausdriicken:

M= f drp(r).
v

Wie sieht nun aber die Massendichte eines Massenpunktes aus? Sie darf nur in einem Punkt
von Null verschieden sein,

p(r)=0 Vr#rgy,

das Volumenintegral
[ @rp(r)
v

soll jedoch trotzdem endlich sein, falls r, im Volumen V liegt. Wir symbolisieren p(r)
deshalb wie folgt:

p(r)=Mb(r—rg) (1.1)
und fordern:
1, fall \%
fd3r5(r—r0) ={ alsro e (1.2)
0 sonst ,
4
8(r-rg)=0 Vr+rg. (1.3)

Gleichungen (1.2) und (1.3) sind die Definitionsgleichungen fiir die Dirac’sche §-Funktion
(kurz: §-Funktion). Man darf das Integral (1.2) offensichtlich nicht als gewdhnliches
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Abb. 1.1 Veranschauli-
chung der §-Funktion als
Grenzfunktion einer Folge von
Lorentz-Kurven

Riemann-Integral verstehen. Da wegen (1.3) das effektive Integrationsintervall die Breite
Null hat, miisste das Integral eigentlich verschwinden. Man hilft sich deshalb manchmal
mit der Vorstellung, dass fiir r = r( die §-Funktion den Wert co annimmt, sodass aus 0 - co
etwas Endliches resultiert. Dies ist lediglich eine Hilfsvorstellung. Die §-Funktion ist keine
Funktion im iiblichen mathematischen Sinne, die jedem Wert ihres Argumentes einen be-
stimmten Funktionswert zuordnet. Sie ist vielmehr durch die Gleichungen (1.2) und (1.3)
definiert. Man bezeichnet sie deshalb als uneigentliche Funktion oder als Distribution.
Die zugehorige exakte mathematische Theorie heifit Distributionstheorie. Sie ibersteigt
den Rahmen unserer einfithrenden Darstellung, die sich mit Plausibilititsbetrachtungen
zufrieden geben muss. Dabei beschrianken wir uns zunichst auf den eindimensionalen
Fall.

Betrachten Sie eine Folge von Lorentz-Kurven (Abb. 1.1)

1 n

b ey

. (1>0). (1.4)

Fiir die Hohe des Maximums bei x = a gilt

1
— —
y n—>0t

und fiir die Breite des Peaks (Halbwertsbreite)

2 — 0.
’7q_}0+

Die Flache unter der Lorentz-Kurve betragt

B
/dx[l#] = l [arctan(M) —arctan(‘x —a)]
J nn?+ (x—a)? T n n

, fallsa<a<f,

fallsa = a odera=f,

sonst (a # «a, 8) .
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Fiir # — 0" wird L, unendlich schmal. Es ist deshalb:

lim L,(x-a)=0 Vx#a, (1.5)
n—0"
B 1, falsa<a<f,
lir(r)l fL,i(x—a)dx= 3, fallsa=aodera=p, (1.6)
”_)+
* 0 sonst(a#a,p).

Wichtig ist die Reihenfolge von Integration und Grenziibergang in (1.6), die nicht ver-
tauscht werden darf. Wenn wir das beachten, konnen wir abkiirzend schreiben:

cfm LT
0(x—a) = ”lir(r)1+ ey (1.7)

mit
0(x-a)=0 Vx#a,
, fallsa<a<f,

B 1
fdxé(x—a)= %, fallsa = « odera=§, (1.8)
« 0 sonst(a#a,p).

Man kann die §-Funktion auch durch andere Grenzprozesse darstellen (s. Aufgaben!), wo-
bei diese nur (1.5) und (1.6) erfiillen miissen.
Uber (1.5) bis (1.7) verifiziert man die folgenden Eigenschaften der §-Funktion:

1. f(x) sei eine in der Umgebung von x = a stetige Funktion. Dann gilt:

B f(a), fallsa<a<p,
ff(X)5(x—a)dx= %f(a) , fallsa=aodera=p, (1.9)
! 0 sonst (a + a, ) .

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung folgt zunéchst:

B B
Fy(a) = [ Ly(x-a)f0)dx=f(§) [ LyGx-a)dx, Eefap).

Fiir 7 - 0" wird L, (x — a) zu einem beliebig scharfen Peak um a. F, (a) dndert sich
nicht, wenn man das Integrationsintervall auf den Bereich beschrinkt, in dem L,
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von Null verschieden ist. £ muss in diesem effektiven Integrationsbereich liegen, der
sich fiir # — 0" auf den Punkt a zusammenzieht:

B
lim F,(a) =f(a) lim f Ly(x-a)dx.
n—0" n—0*

Mit (1.6) folgt dann (1.9).

1

7 Gea)

x;: einfache Nullstelle von f(x); f(x;) = 0; f(x;) # 0.
Den Beweis fithren wir als Ubung (Aufgabe 1.7.3). Man erkennt folgende Spezialfille:

a)

S[f]=% 3(x-xi), (1.10)

5(ax) =~ 8(x) , (L11)
|al
b)

8(x2—a2)=ﬁ[8(x—a)+5(x+a)]. (1.12)

3.
g(x)0(x—a)=g(a)d(x—a), (1.13)
x0(x)=0. (1.14)

4,

F oy [1 furx>o,
Z A% (%) = O(x) = {0 o (1.15)
Stufenfunktion.

5. Ableitung der §-Funktion [a € (aff)]:

[ oG- a)f (v) dx = f'(a)

o

B B B
[ 0G-ay) dx=f(x)6(x-a)| -

Diese formale partielle Integration fiihrt, da f(x) lediglich differenzierbar sein muss,
sonst aber beliebig sein darf, zu der folgenden Identitit:

F(x) 8 (x—a) = f'(a)d(x-a) . (1.16)
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6. Man kann die d-Funktion auch als Ableitung der Stufenfunktion auffassen:
d
d(x—a)=—06(x—a). (1.17)
dx
Es gilt ndmlich:

B

B
d
af a@(x—a)dx =O(x—a)

_{1, fallsa <a< f,

o 0 sonst,

d
—O(x-a)=0 Vx#a.
dx
Dies sind aber die beiden Definitionsgleichungen der §-Funktion.

7. Mehrdimensionale §-Funktion Die dreidimensionale §-Funktion ist durch (1.2) und
(1.3) definiert.

a) Kartesische Koordinaten:

r=(xy2); ro=(x0,0 20)

/d3r...—>/] dxdydz ...
4 \%4

Ansatz:
3(r—ro) =y(x,,2) 8(x=x0) 0(y = y0) 8(2 - 20) -
y(x, y, z) muss so gewihlt werden, dass (1.2) erfiillt ist:
fd3r8(r—r0)=/] dxdydzy(x,9,2) 6(x—x0) 6(y = y0) 8(z - z)
v 14
= y(oonz0) [[] 8x=x0)00r-y0) 0(z - z) drdydz
Vv

| y(x0,50,20) , fallsrg eV,
0 sonst .

Dies bedeutet:

und damit:

S(r—r9) =0(x—x0)0(y—y0)8(z—12p) . (1.18)
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b) Krummlinige Koordinaten (u, v, w):
Nach ((1.367), Bd. 1) gilt fiir das Volumenelement:

&r=dedydz= 2527 4o dvdw .
o(u, v, w)

—_—
Funktionaldeterminante

Wir machen einen dhnlichen Ansatz wie unter a):

8(r—ry) =y(u,v,w)8(u—ug) S(v—v) d(w—wy) . (1.19)

Wegen (1.2) ist dann zu erfiillen:

fd3r8(r—r0) ﬂ dudvdw a((x))/: ))y(u,v,w)é(u—uo)

“O(v=vy) d(w- WO);l, fallsrg e V.

Daran lesen wir ab:

-1
a(x,y,2)
=| ———=~ . 1.20
Y (8(u,v,w) ro) (1.20)
Beispiele:
Kugelkoordinaten (7, 9, ¢) (s. (1.390), Bd. 1):
8(r—ry) = 5(r—r0)5(9 90)8(9 - ¢o) - (1.21)
r2 sin 9

0

Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) (s. (1.382), Bd. 1):
1
8(r—r0)=P—S(p—po)d((p—(po)d(z—zo). (1.22)
0

Die grofle Bedeutung der §-Funktion fiir die Theoretische Physik wird sehr bald
klar werden. Man sollte sich deshalb unbedingt mit ihr vertraut machen.

1.2 Taylor-Entwicklung

Haufig ist es fiir den Physiker unumganglich, gewisse mathematische Funktionen in be-
stimmten, interessierenden Bereichen zu vereinfachen, um fiir ein gegebenes physikali-
sches Problem zu konkreten Resultaten zu gelangen. Diese Vereinfachung muss physika-
lisch sinnvoll sein, d. h., sie darf das eigentliche Resultat nicht zu grob verfalschen. Insbe-
sondere wire eine verléssliche Fehlerabschétzung wiinschenswert.
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Betrachten wir zunichst Funktionen einer Variablen f = f(x). Wenn diese beliebig oft diffe-
renzierbar sind, was wir voraussetzen wollen, dann lassen sie sich haufig in eine so genannte
Potenzreihe

Fx) = i 2"

entwickeln, wobei die Koeffizienten a, durch das Verhalten der Funktion im Punkt x = 0
bestimmt sind:

=0 @=f0); a===f'0); .. a=—f"(0);

Also gilt mit 0! = 1! = 1:
f(x) = Z f( )(0)x" (1.23)
n= 0

Man sagt, man habe f(x) in eine Taylor-Reihe um den Punkt x = 0 entwickelt. Entschei-
dende Voraussetzung ist neben der beliebig hdufigen Differenzierbarkeit, dass die Reihe
konvergiert. Die Werte der Variablen x, fiir die das der Fall ist, definieren den Konver-
genzbereich der Potenzreihe.

In einer konvergenten Reihe miissen notwendig die Betrdge der Summanden mit wach-
senden Potenzen der Variablen gegen Null gehen. Dies ermdglicht eine Ndherung fiir f (x)
durch Reihenabbruch nach endlich vielen Termen:

flx) = Zax + R, (x) (1.24)

%/—/ Restglled
Niherungspolynom m-ten Grades

Wann abgebrochen wird, hangt vom Genauigkeitsanspruch ab.

f(x) =sinx,
(sinx)CM| = (~1)"sin0=0,
(sinx) "] = (=1)"cos0 = (-1)".

Das ergibt mit (1.23):

2+l LI
=x——+—-
(2n+1)! 3! 5l

sinx = z( ' ——

Der Bereich befriedigender Naherung wichst oftensichtlich mit n (Abb. 1.2).
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A!)b. 1.2 Ver.schlledgne y Y =x JERN
Naherungen fiir die Sinus- Ys=X—om T o
funktion durch Mitnahme - / ' '
unterschiedlich vieler Terme A -
der exakten Reihenentwick- - N .
lung N y=simnx
! \
/2 \\ X
\ x°
— 3= x‘g

Sinnvoll ist die Darstellung der Funktion f(x) durch ein Ndherungspolynom natiirlich nur
dann, wenn

R,(x) — 0.

m— oo

Dasist in vielen praktischen Anwendungen leider nicht eindeutig vorhersagbar. Man kennt
verschiedene Abschitzungen fiir das Restglied, z. B. die nach Lagrange:

R, (x) =f(”’“)(€)% , O0<é<x. (1.25)

Wir konnen den Wert &, € (0, x), bei dem die rechte Seite maximal wird, nehmen, um eine
obere Schranke fiir R,, anzugeben.

Wollen wir f(x) statt um x = 0 um eine beliebige Stelle x = x, entwickeln, so muss (1.23)
abgewandelt werden:

u=x-x9 = f(x)=f(u+x)=g(u).

g(u) entwickeln wir um u = 0:

TORMW-TRIONS
£(0) =P (0+x)

Die Verallgemeinerung zu (1.23) lautet also:

= 1 n n

f(x)=Z;f( ) (x0) (x = %0)" . (1.26)
n=0 "**

Fiir die Elektrodynamik wichtig ist die

> Taylor-Entwicklung von Feldern,

also von Funktionen mehrerer Veranderlicher.
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Es sei ¢(r) ein skalares Feld. Wir wollen ¢(r + Ar) um r entwickeln:

o(r+Ar) = o(x; + Axy,x + Axy, x3 + Axz) = F(t =1) .
Dabei haben wir definiert:

F(t) = (x1 + Axit, %5 + Ay £, x5 + Axst) = @(r + Art) .

Nach (1.23) gilt:
> 1
F(t) =Y —F"(0)" .
n=0 n!

Uber die Kettenregel folgt:

F(0) = (ZAxJ ) o(r) .

Damit folgt die Taylor-Reihe fiir skalare Felder:

o(r+Ar) = i % (Z Ax; - %) o(r)
n=0 "\ j=1 ]
=3 L ar ) 9(0)
=exp (Ar-V) o(r) . (1.27)

Wir erhalten ein Ndherungspolynom m-ten Grades fiir ¢ (r + Ar), wenn wir die Taylor-
Reihe nach m Summanden abbrechen. Fiir das Restglied gilt nach (1.25):

Ry, = Ry (t=1) = FO"D(¢§) 0<&<1.

(m 1)"
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