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Eine Doppelseite besteht aus
einer Formelseite und einer
Textseite. Die Formelseite zeigt
die Concept-Maps und hat eine

Uberschrift. pie Concept-
Maps bestehen aus den Formel-
Boxen und deren Verbindungen.
enthalten
Ausgangspunkte und Ergeb-
nisse. Zwischenergebnisse
werden in
dargestellt. Wichtige Ausgangs-
punkte und Ergebnisse werden
mit einem ' gelben Rahmen
gekennzeichnet.  Ein  Pfeil
zwischen zwei Boxen steht
fiir einen Zusammenha[]g
zwischen den Formeln, der im
Text erkldrt wird. Gestrichelte
Linien  sollen  Analogien
betonen. Die Lesereihenfolge
wird durch die Nummerierung
€@ derBoxen vorgegeben.



Mathematisch gesehen transformiert ein Operator eine Funktion in neue Funktion.
Um Operatoren besser zu verstehen, fassen wir auf dieser Seite die Analogien mit
Matrizen zusammen.

@ Ein Vektor ordnet jedem Index /, einer natiirlichen Zahl, eine Kompo-
nente a; zu. Hier nehmen wir an, dass die Komponenten reelle Zahlen
sind.

@ Derlindex st von 1 bis v definiert.

© Eine Matrix M transformiert einen Vektor 7 in einen neuen Vektor b.

© Das Skalarprodukt fiir Vektoren ist eine mathematische Verkniipfung,
die zwei Vektoren eine Zahl zuordnet. Hier werden paarweise die Kom-
ponenten mit gleichen Indizes multipliziert und dann aufsummiert.

© Die Norm eines Vektors ist die Wurzel des Skalarprodukts des Vektors
mit sich selbst.

© Ein normierter Vektor hat die Norm 1.

@ Eine Funktion ordnet jedem Funktionsargument x, einer reellen oder
komplexen Zahl, einen Funktionswert f (x) zu.

© Das Funktionsargument x hat einen Definitionsbereich .

© Ein Operator O transformiert eine Funktion £(x) in eine neue Funk-
tion g(x). Einfache Beispiele fiir Operatoren sind die Ableitung d / dx
oder die Multiplikation mit x.

@ Das Skalarprodukt fiir Funktionen ist eine mathematische Verkniip-
fung, die zwei Funktionen eine Zahl zuordnet. Hier werden die bei-
den Funktionen multipliziert, wobei eine Funktion komplex konjugiert
wird. Danach folgt eine Integration iiber den Definitionsbereich.

@ DieNorm einer Funktion ist die Wurzel des Skalarprodukts der Funktion
mit sich selbst.

@ Fine normierte Funktion hat die Norm 1.

@ Wir bezeichnen eine Funktion als quadratisch integrierbar, falls die
Norm der Funktion endlich ist.

Anmerkung 1:
Das Skalarprodukt fiir Funktionen hat folgende Eigenschaften, die sich direkt aus sei-
ner Definition ergeben: D

o (f.g)=(g.f)

o (f,cg+ g) =ca(f.e)+a(f &)

o (ag1+ g f) = o (g f) + ¢ (g2, )

o (f,f)>0
Hier sind f, g, g und g, Funktionen. ¢; und ¢, sind im Allgemeinen komplexe
Zahlen. Das Skalarprodukt fiir Vektoren hat analoge Eigenschaften.

Anmerkung 2:
Eine wichtige Eigenschaft des Skalarprodukts, die wir bei der Herleitung
der Heisenberg-Unscharferelation nutzen werden, ist die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung:
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Die Textseite enthdlt die
Erklarungen zur Formelseite.
Der erste Absatz gibt einen
Uberblick iiber das Thema der
Doppelseite. Die Nummerierung
€© der Formelseite wird hier
aufgegriffen und der Inhalt der
Box erkldrt. Manche Textseiten
enthalten Beispiele, Anmer-
kungen oder Diagramme,
die das Thema vertiefen. Ein
Bleistiftsymbol S\ weist
auf kleinere mathematische
Zwischenschritte hin, die die
Leserin oder der Leser als
Ubung in unter 5 Minuten selbst
nachrechnen kann.



Liste der verwendeten Formelzeichen

h Planck-Konstante

f reduzierte Planck-Konstante

i imagindre Einheit

% Ortsvektor in drei Raumdimensionen
Wellenfunktion in einer Dimension
Wellenfunktion in drei Dimensionen

Y(x)
Y(X)
) Potenzial in einer Dimension
)

X
(%
Potenzial in drei Dimensionen

O allgemeiner Operator

H Hamilton-Operator

x Ortsoperator in einer Dimension

p Impulsoperator in einer Dimension
X Ortsoperator in drei Dimensionen

p Impulsoperator in drei Dimensionen

V(x
V(X

L Drehimpulsoperator in drei Dimensionen

3 - b Skalarprodukt zweier Vektoren
(f,g) Skalarprodukt zweier Funktionen
|3]| Norm eines Vektors 3

|£]| Norm einer Funktion £
[A, B] Kommutator zweier Operatoren
{f, g} Poisson-Klammer zweier Funktionen
|z| Norm einer komplexen Zahl z
Re(z) Realteil einer komplexen Zahl ~
Im(z) Imagindrteil einer komplexen Zahl z
§(x) Dirac-Funktion mit dem Argument x
dmn Kronecker-Delta
A Laplace-Operator
|v) Bra
(] Ket
R Menge der reellen Zahlen
I Einheitsmatrix
AT hermitesch konjugierte Matrix zur Matrix A
O' hermitesch konjugierter Operator zum Operator O
AT transponierte Matrix zur Matrix A
det(A) Determinante der Matrix A
tr(A) Spur der Matrix A



Kapitel 1
Mathematische Grundlagen
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Mathematisch gesehen transformiert ein Operator eine Funktion in eine neue Funk-
tion. Um Operatoren besser zu verstehen, fassen wir auf dieser Seite die Analogien
mit Matrizen zusammen.

@ Ein Vektor ordnet jedem Index /, einer natiirlichen Zahl, eine Kompo-
nente a; zu. Hier nehmen wir an, dass die Komponenten reelle Zahlen
sind.

Der Index i ist von 1 bis NV definiert.

Eine Matrix M transformiert einen Vektor 3 in einen neuen Vektor b.
Das Skalarprodukt fiir Vektoren ist eine mathematische Verkniipfung,
die zwei Vektoren eine Zahl zuordnet. Hier werden paarweise die Kom-
ponenten mit gleichen Indizes multipliziert und dann aufsummiert.
Die Norm eines Vektors ist die Wurzel des Skalarprodukts des Vektors
mit sich selbst.

Ein normierter Vektor hat die Norm 1.

Eine Funktion ordnet jedem Funktionsargument x, einer reellen oder
komplexen Zahl, einen Funktionswert f(x) zu.

Das Funktionsargument x hat einen Definitionsbereich €.

Ein Operator O transformiert eine Funktion f(x) in eine neue Funk-
tion g(x). Einfache Beispiele fiir Operatoren sind die Ableitung o/ dx
oder die Multiplikation mit x.

Das Skalarprodukt fiir Funktionen ist eine mathematische Verkniip-
fung, die zwei Funktionen eine Zahl zuordnet. Hier werden die beiden
Funktionen multipliziert, wobei eine Funktion komplex konjugiert
wird. Danach folgt eine Integration iiber den Definitionshereich.
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@ DieNorm einer Funktion ist die Wurzel des Skalarprodukts der Funktion
mit sich selbst.

(P Eine normierte Funktion hat die Norm 1.

@ Wir bezeichnen eine Funktion als quadratisch integrierbar, falls die
Norm der Funktion endlich ist.

Anmerkung 1:
Das Skalarprodukt fiir Funktionen hat folgende Eigenschaften, die sich direkt aus
seiner Definition ergeben: ASY

°(f.g)=(g.f)

o (f.cig1+ c2g) = c1(f,g1) + 2 (f, &2)

° (gt g f)=q (e fl+c (e f)

e (f f)>0
Hier sind 7, g, g und g, Funktionen. ¢; und ¢, sind im Allgemeinen komplexe
Zahlen. Das Skalarprodukt fiir Vektoren hat analoge Eigenschaften.

Anmerkung 2:
Eine wichtige Eigenschaft des Skalarprodukts, die wir bei der Herleitung
der Heisenberg-Unscharferelation nutzen werden, ist die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung:
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Orthogonale Vektoren versus orthogonale Funktionen
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Funktionen und Vektoren konnen in zueinander orthogonalen Basisfunktionen und
Basisvektoren entwickelt werden.

(1)
(2]
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Wir beginnen mit einem allgemeinen Vektor 3 in einem N-
dimensionalen Raum.

In diesem N-dimensionalen Raum lassen sich N\ Basisvektoren &, defi-
nieren, mit deren Hilfe sich jeder Vektor in diesem Raum eindeutig als
gewichtete Summe der Basisvektoren ausdriicken lasst.

Hier geben wir diese Summe, die auch als Entwicklung bezeichnet
wird, fiir den Vektor 3 an. Die Summe l3uft iiber n = 1, ..., N, und
wir bezeichnen die Faktoren a,, als Entwicklungskoeffizienten.

Fiir den Vektorraumist das libliche kartesische Skalarprodukt definiert.
Wir bezeichnen Vektoren als orthogonal zueinander, wenn ihr Skalar-
produkt verschwindet. Oft werden die orthogonalen Vektoren einer
Basis auch normiert, dann spricht man von orthonormalen Vekto-
ren. Diese beiden Eigenschaften fasst man mathematisch elegant mit-
hilfe des Kronecker-Deltas zusammen. Das Kronecker-Delta ¢ ist eine
Funktion zweier Variablen, i und ;. Die Funktion ist 1, wenn j und j
gleich sind, ansonsten ist die Funktion 0.

(6]

000

10111

Die Entwicklungskoeffizienten a,, fiir einen Vektor 3 lassen sich mit-
hilfe der Orthogonalitat der Basisvektoren bestimmen, indem man das
Skalarprodukt von 3 mit dem Basisvektor €, bildet.

Das hier diskutierte Konzept der Orthogonalitat von Vektoren lasst sich
direkt auf Funktionen iibertragen. An die Stelle des allgemeinen Vek-
tors 3 riickt eine allgemeine Funktion £ (x), die in orthogonalen Basis-
funktionen ¢, (x) entwickelt wird.

Wie wir auf der vorherigen Seite diskutiert haben, kann auch fiir Funk-
tionen ein Skalarprodukt definiert werden und somit auch die Ortho-
gonalitat.

Wie bei den Vektoren ergibt sich bei den Funktionen der Entwicklungs-
koeffizient aus dem Skalarprodukt der jeweiligen Basisfunktion und
der zu entwickelnden Funktion.



Eigenvektoren versus Eigenfunktionen
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Die Grundgleichungen der Quantenmechanik fiihren auf sogenannte Eigenwert- © Nun betrachten wir einen Operator O.

probleme. Auch hier ist die Analogie zwischen Matrizen und Vektoren auf der einen @ Analog zu den Eigenvektoren von Matrizen bezeichnen wir Funk-
Seite und Funktionen und Operatoren auf der anderen Seite eine wertvolle Hilfe. tionen, die von Operatoren auf ein Vielfaches von sich selbst abgebildet
@ Wir betrachten eine quadratische Matrix M. werden, als Eigenfunktionen.
Q Die Vektoren x,,, die durch die Multiplikation mit der Matrix auf @0 Die skalaren Faktoren X, werden ebenfalls als Eigenwerte bezeichnet.
ein Vielfaches von sich selbst abgebildet werden, bezeichnen wir als Besitzen zwei linear unabhéngige Eigenfunktionen denselben Eigen-
Eigenvektoren der Matrix M. Eine Matrix mit den Dimensionen m x m wert, so nennen wir den Eigenwert entartet.

hat maximal m linear unabhangige Eigenvektoren.
€@ Lineare Unabhangigkeit bedeutet fiir eine Menge von Vektoren (und

auch Funktionen), dass ein Vektor dieser Menge nicht aus einer Sum- Beispiel 1:
me von Vielfachen der restlichen Vektoren ausgedriickt werden kann. Die Matrix <1 2) hat zwei Eigenvektoren, <2) und (1> , mit den Eigenwer-
Der Betrag der Eigenvektoren bleibt unbestimmt, deshalb sind auch 3.2 3 1

ten4und —1. ©
Vielfache eines Eigenvektors wieder Eigenvektoren. o

@ Die dazugehdrigen skalaren Faktoren X, heiBen Eigenwerte. Beispiel 2:
Wir benutzen einen Index n, weil es im Allgemeinen mehrere o d o . ) .
) ) o ) ) Der Differenzialoperator — hat eine Eigenfunktion exp(\x) mit dem Eigenwert \.
Eigenvektor/Eigenwert-Paare gibt. Die Menge der Eigenwerte wird Q, dx
auch Spektrum des Operators genannt.
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